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PERSAMAAN FUNGSIONAL JENSEN PADA GRUP
SIMETRIS S,, DAN GRUP BEBAS

(JENSEN’S FUNCTIONAL EQUATION ON SYMMETRIC
GROUP S, AND FREE GROUP )

FEBYOLA*, YENI SUSANTI

Abstract. Two natural extensions of Jensen’s functional equation on the real line are
the equations f(zy) + f(zy~ ') = 2f(x) and 2f(xzy) + f(y~ ‘) = 2f(z) where f maps a
group G into an abelian additive group H. The set of all homomorphism from G to H is
a subgroup of each set of solution of Jensen’s functional equation with normalized condi-
tion. When normalized, some basic reduction formulas and relations will be deduced to
solved Jensen’s functional equation for the case where G is the symmetric group S,, and
a free group.
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Abstrak. Dua perluasan natural dari persamaan fungsional Jensen pada bilangan riil
adalah persamaan f(zy) + f(zy~!) = 2f(z) dan 2f(xzy) + f(y 'z) = 2f(x), dengan f
pemetaan dari grup G ke grup abelian penjumlahan H. Himpunan semua homomorfisma
grup dari G ke H merupakan subgrup dari masing-masing himpunan solusi persamaan
fungsional Jensen dengan kondisi yang dinormalisasi. Akan dicari solusi dari kedua per-
samaan tersebut ketika dinormalisasi untuk kasus grup simetris S,, dan grup bebas.

Kata-kata kunci: persamaan fungsional Jensen, grup simetris, grup bebas, persamaan

fungsional



2 FEBYOLA, SUSANTI

1. PENDAHULUAN

Suatu fungsi yang memetakan interval bilangan riil ke himpunan semua bilangan
riil dikatakan memenuhi persamaan fungsional Jensen jika fungsi tersebut mengawetkan
titik tengah. Diberikan bentuk asli persamaan fungsional Jensen di himpunan semua
bilangan riil sebagai berikut

f<x—£y> CEY0)

untuk setiap z,y € [a,b] C R. (1.1)

Pada perkembangan selanjutnya, persamaan fungsional Jensen dapat diperluas menjadi
fungsi yang memetakan sebarang grup ke grup abelian [6]. Misalkan G adalah grup ter-
hadap operasi perkalian dan H adalah grup abelian terhadap operasi penjumlahan. [6]
memberikan bentuk perluasan natural dari persamaan fungsional Jensen (1.1) menjadi
fungsi yang memetakan grup G ke grup abelian H sebagaimana berikut

f(zy) + flxy™") = 2f(x), untuk setiap z,y € G; (1.2)
flzy) + fly~'z) = 2f(x), untuk setiap z,y € G. (1.3)

Misalkan S&1(G, H) dan S3(G, H) berturut-turut menotasikan himpunan solusi dari
persamaan fungsional (1.2) dan (1.3) dengan kondisi yang dinormalisasi. Himpunan-
himpunan solusi tersebut merupakan grup terhadap operasi penjumlahan fungsi. Lebih
lanjut, [6] menunjukkan bahwa himpunan semua homomorfisma grup dari G ke H, dino-
tasikan dengan Hom(G, H), merupakan subgrup dari masing-masing grup S1(G, H) dan
S2(G, H). Dengan kata lain, diperoleh

Hom(G, H) < Si(G,H) dan  Hom(G, H) < S»(G, H).

Dari sini kemudian muncul pertanyaan kapan terpenuhi persamaan Hom(G, H) =
S1(G, H) dan Hom(G, H) = S»(G, H). Pada [8] dikatakan bahwa persamaan terse-
but berlaku untuk kasus-kasus khusus, misalkan pada saat G merupakan grup bebas [§]
dan pada saat G merupakan grup simetris [§8]. Pembuktian lebih lanjut untuk kasus G
merupakan grup simetris dilakukan pula oleh [4].

Mula-mula diberikan sifat-sifat persamaan fungsional Jensen pada grup. Kemu-
dian diberikan penerapan persamaan Jensen pada grup simetris S, dan grup bebas.

1.1. Persamaan Fungsional Jensen pada Grup. Persamaan fungsional Jensen pada
bagian sebelumnya diperluas dari interval tertutup [a, b] ke R. Selanjutnya, persamaan
fungsional Jensen pada R akan digeneralisasi ke sebarang grup.

Diberikan grup (G, -) dengan elemen identitas e dan grup abelian (H,+) dengan
elemen identitas 0. Misalkan f : G — H merupakan sebarang pemetaan. Dipandang
perluasan natural dari persamaan fungsional Jensen berikut:

flxy) + f(xy™') = 2f(x), untuk setiap =,y € G; (1.4)

f(zy) + fly 'a) = 2f (), untuk setiap =,y € G. (1.5)
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Karena persamaan fungsional Jensen merupakan penjumlahan di f, tanpa mengurangi
keumuman diberikan kondisi yang dinormalisasi

fle)=0. (1.6)
Himpunan semua solusi dari persamaan fungsional (1.4) dan (1.5) berturut-turut den-
gan kondisi yang dinormalisasi (1.6) dilambangkan dengan S;(G,H) dan S3(G, H).
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa &1 (G, H) dan S2(G, H) membentuk grup terhadap
operasi penjumlahan.

Teorema 1.1. Untuk sebarang grup G dan grup abelian H, berlaku (S1(G, H),+) dan
(S2(G, H),+) merupakan grup.

Teorema 1.2. Untuk sebarang G grup dan H grup abelian, berlaku Hom(G, H) meru-
pakan subgrup dari S1(G, H). Begitu pula Hom(G, H) merupakan subgrup dari So(G, H).

2. PERSAMAAN FUNGSIONAL JENSEN PADA GRUP SIMETRIS S,, DAN GRUP BEBAS

2.1. Persamaan fungsional f(zy)+ f(xy~!) = 2f(z). Pada bagian ini ditinjau per-
samaan fungsional (1.4) dengan kondisi yang dinormalisasi (1.6). Misalkan G grup dan
H grup abelian. Setiap pemetaan f : G — H mempunyai kernel Cauchy A : GXG — H
yang didefinisikan oleh

A(z,y) = f(zy) — f(z) — f(y) untuk setiap z,y € G. (2.1)

Kemudian akan diberikan penjelasan tentang bi-homomorfisma. Misalkan G, G2, dan
H grup. Pemetaan ® : G5 x Gy — H disebut bi-homomorfisma, jika pemetaan-
pemetaan xo — ®(y, x2) dan z; — ®(z1, 2z) merupakan homomorfisma untuk setiap
y € G1 dan z € Gs.

Berikut merupakan sifat-sifat persamaan fungsional Jensen (1.4) pada grup.

Proposisi 2.1. [6] Misalkan (G, -) grup dan (H,+) grup abelian. Misalkan f € S1(G, H)
dan A kernel Cauchy dari f. Untuk setiap x,x;,y,y;, 2, u,v € Gym,n,p,q € Z, dan se-
barang panjang | > 1 berlaku

flzyz) + f(ezy) = 2f (zy) + 2f (x2) — 2f (2); (2:2)
flzyz) + fyzz) = 2f (x2) + 2f(yz) — 2 (2); (2.3)
2f(xyz) = 2f (wy) + 2f (x2) + 2f(yz) — 2f (x) — 2f (y) — 2f(2); (2.4)
flayz) — f(zzy) = 2f(yz) — 2f(y) — 2 (2); (2.5)
flay"z) = nf(zyz) — (n —1)f(zz). (2.6)
Secara khusus, diperoleh
f@™) = nf(a). (2.7)

Selanjutnya,

Au,zy"z) = nA(u,xyz) — (n — 1)A(u, x2); (2:8)

A(z,y) = —Aly, ©); (2.9)
Az, y) + Azy, 2) = Az, y2) + Ay, 2); (2.10)

Alzy™z,u) =nA(zyz,u) — (n — 1)A(zz,u); }
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A(z129 -y, y) dan A(z,y1y2 - - yi) adalah invarian } (2.11)
atas permutasi pada {1,2,...,1};

24 adalah suatu bi-homomorfisma; (2.12)

f(zuvy) = f(zvuy) + 2A(u, v); (2.13)

A(z™y", aPy?) = mqA(z,y) + npA(y, x) (2.14)

misalkan A kernel Cauchy dari f. Didefinisikan fungsi B dengan

l l
B(wy, 2, m1) = flwwg - -m) = Y flwi) = D Alwi, ;) (2.15)
i=1 ij=1
i<j

untuk z1,zs,...,z; di G.

Proposisi 2.2. [7] Misalkan f € S1(G,H), dan A, B didefinisikan oleh Persamaan
(2.1) dan (2.15), berlaku

B(z1) =0,B(z1,22) =0 (2.16)
B(x1,x9,...,2;)) = f(x122 -+ - 2)
+(1=2) ) fla) =Y flay) (217)
i i<j

B(xy,x9,...,Xp—1,€, T, ..., 2;) = B(x1,29,...,21) (2.18)
B(z1, o0, 21,4,y Ty ooy xy) = By, 20, ..., 1)) (2.19)
B(wy,22,...,21) = B(Tr1), Tr(2), - - Tr (1)) (2.20)

untuk setiap permutasi ™ pada {1,2,...,1}
B(x1,x9,...,21,y,y) = B(x1,22,...,27) (2.21)

B(z1,22,...,21,2141) = B(z1,22,...,2)
+ A(z1, 22, ..., 2, Ti1) — ZA(mi7xl+1) (2.22)

i<l

9B =0 (2.23)

Teorema 2.3. [6] Jika G merupakan grup dengan 2 pembangun dan f € S1(G,H),
maka kernel Cauchy A dari f merupakan bi-homomorfisma.

2.1.1. Solusi pada Grup Simetris S,,. Akan dibuktikan teorema utama yang menyatakan
bahwa untuk sebarang bilangan asli n > 1 dan sebarang grup abelian H, berlaku
S§1(Sn, H) = Hom(S,,, H).

Lemma 2.4. [4] Misalkan o = (ab) dan T = (bc) merupakan transposisi pada S, dengan
a # c. Untuk setiap f € S1(Sn, H) berlaku

flor) = flo) + f(r) = 0.

Lemma 2.5. [4] Misalkan o = (ab) dan 7 = (cd) merupakan transposisi-transposisi
pada S, dengan a,b,c,d elemen-elemen yang berbeda, maka untuk setiap f € S1(Sp, H)
diperoleh

flor) = flo) + f(7) = 0.
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Lemma 2.6. [4] Hasil kali dari sebarang dua transposisi pada Sy, selalu memiliki akar
kuadrat.

Lemma 2.7. [4] Untuk setiap f € S1(Sn, H) berlaku 2f(x) = 0 untuk setiap x € S,,.
Akibat 2.8. [4] Untuk setiap f € S1(Sn, H) dan untuk setiap x,y,z € S, berlaku
flxyz) = f(zzy) = f(yzz).

Dengan demikian, urutan transposisi dari setiap permutasi x € S, dapat diatur ulang
sedemikian sehingga nilai f(x) tidak berubah.

Lemma 2.9. [4] Untuk setiap f € S1(Sn, H) dan untuk setiap x € S,, pernyataan
berikut berlaku:

(1) Jika x merupakan permutasi genap maka f(z) = 0.
(2) Jika x© merupakan permutasi ganjil, misalkan © = o1 ...09541 untuk suatu s
bilangan bulat positif, maka f(x) = —f(o,) dengan r = 2s + 1

Menggunakan sifat-sifat diatas dibuktikan teorema utama solusi persamaan fung-
sional Jensen (1.4) pada grup simetris S,,.

Teorema 2.10. [4] Untuk sebarang bilangan asli n > 1 dan sebarang grup abelian H,
berlaku S1(Sy, H) = Hom(S,, H).

Bukti. Misalkan f sebarang elemen dari S;(S,,, H). Diambil sebarang permutasi = dan y
di S,,. Permutasi-permutasi x dan y dapat ditulis sebagaiz =01+ 0, dany =7, -7
dengan o; dan 7; merupakan transposisi di .5,,. Diperoleh kasus sebagai berikut:

Kasus pertama: r dan s keduanya genap, berarti hasil kali zy merupakan permutasi
genap, sehingga berdasarkan Lemma 2.9 diperoleh f(z) = f(y) = f(zy) = 0. Dengan
demikian, f(zy) = f(z) + f(y).

Kasus kedua: r genap dan s ganjil. Ini artinya hasil kali zy merupakan permutasi ganjil.
Oleh karena itu, berdasarkan Lemma 2.9 diperoleh f(z) =0, f(y) = —f(75) dan

flay) = f((o1---0p) (1 Ts1)7s) = = f(7s) = f(2) + f(y)-

Kasus ketiga: r ganjil dan s genap. Sejalan dengan kasus kedua, diperoleh

flzy) = —f(or) = f(2) + [(y).

Kasus keempat: r dan s keduanya ganjil, berarti f(z) = —f(o,), f(y) = —f(7s) sedan-
gkan f(xy) = 0 karena hasil kali zy merupakan permutasi genap. Sebagaimana pada
bukti Lemma 2.4 dan Lemma 2.5 diperoleh f(o,) 4+ f(7s) = 0. Oleh karena itu, pada
kasus ini diperoleh f(xy) =0 = f(z) + f(y).

Dengan demikian, untuk setiap kasus selalu diperoleh f(zy) = f(z) + f(y) yaitu
f € Hom(S,,, H). Teorema 2.10 terbukti. O

2.1.2. Solusi pada Grup Bebas. Misalkan G = (a,b) grup bebas pada dua pembangun
a,b. Untuk setiap x € G, dapat ditulis dalam bentuk

x=a™b"am " - g™ (2.24)
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dengan m;,n; € Z dan | > 1. Untuk word = yang diawali dengan b atau b=, diambil
my = 0. Untuk word yang berakhir dengan a atau ¢!, diambil n; = 0. Untuk empty
word diambil m; = n; = 0,1 = 1. Bentuk ini tunggal saat dipilih

kecuali untuk m; dan n; yang memungkinkan.

Teorema 2.11. [6] Misalkan G = (a,b) merupakan grup bebas pada dua pembangun
a,b. Jika f € $1(G, H), maka [ dapat didekomposisi

f(a™p™ .. .q™pm) = Zmi fla) + Zni f(®)
i<l <!

(2.26)
+ Z min; — Z min; | [f(ab) — f(a) — f(b)]

i<l j<i<l

untuk setiap | < 1, m;,n; € Z. Sebaliknya, setiap pemetaan yang diinisialisasi pada
tiga word a,b dan ab dapat diperluas menjadi suatu f di S1(G, H) dengan mengambil
Persamaan (2.26) sebagai rumus pendefinisiannya.

Bukti. Andaikan f € S1(G, H). Berdasarkan Proposisi 2.1 dan Teorema 2.3, kernel
Cauchy A merupakan bi-homomorfisma skew symmetric. Selanjutnya, relasi-relasi

A(x™,yP) =0, f(y") =nf(y) (2.27)

merupakan konsekuensi implisit dari reduksi rumus (2.6) dan (2.14), dan dari kondisi
awal (1.6). Oleh karena itu, berdasarkan kesepakatan bahwa ), = 0 dan perhitungan

f(amlbnl) — f(aml) —l—f(bnl)—i-A(aml,bnl)
=my f(a) + n1f(b) + miniA(a,b),

menggunakan Persamaan (2.14), menghasilkan dekomposisi (2.26) untuk = 1. Andaikan,
sebagaimana hipotesis induksi, bahwa Persamaan (2.26) berlaku untuk [ > 1. Perhi-
tungan berikut menggunakan Persamaan (2.11) dan (2.14)
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( mlbm .. mlbnz ml+1bnl+1)

f(amlbnl .. mlbm) + f( m1+1bn1,+1) + A(amlbnl ,.,amlbnl’aml+1bnl+l>

Zml )+ an f(b) + Z min; — Z m;n; | A(a,b)

i<l i<l i<l j<isl
+ [mug1f(a) +niga £(0) + mipini1Aa, b))

Zmz ni11A(a,b) + an my+1A(b,a)

i<l i<
= Do mi| flay+ | > | f0)
i<l+1 i<l+1

+ Z min; — Z ming | +mpinga + melﬂ — Zniml+1 A(a,b)

<<l j<i<l i<l i<l
= Z m; | fla)+ Z n; | f(b) + Z min; — Z m;n; | A(a,b)
i<+ i<i+1 i<G<IHL j<i<i+1

melengkapi bukti induktif dari Persamaan (2.26).
Untuk bukti arah sebaliknya, mula-mula diberikan empat ekspresi
Zmi, Zni, Z minj, Z minj (228)
i<l i<l i<l j<i<l
yang terdapat pada Persamaan (2.26) dan ekspresi-ekspresi tersebut dipandang sebagai
fungsi E1, Fo, F3, E4, dalam urutan ini, didefinisikan atas string yang formal
a™ip"tem2p"? L g™ (2.29)
dengan [ < 1,m;,n; € Zs. Kembali, berdasarkan kesepakatan bahwa ) = 0. Dengan
penotasian dan operasi berikut

X — am1 bnl am2 bnz e amzbnz’ Y — apl bQ1 ap2 qu e apk ka
XY = aml bnl amz bnz e amzbnzapl bq1 apz bEIQ e apk ka
X—l _ aOb—ma—ml S pT2g T M2y T bO

didata beberapa relasi yang dapat diverifikasi secara langsung sebagai berikut :

By (X7Y) = —El(X) By (X71) = —Ea(X), (2.30)
E3 (X7 = Ey(X); Ey (X71) = E3(X), (2.31)
By (XY)=E(X)+ E(Y);  FEy(XY) = EyX)+ ExY), (2.32)
E3(XY) = E3(X) + E3(Y) + E1(X)E2(Y), (2.33)
Ey(XY) = Ey(X) + Es(Y) + E2(X)Er(Y), (2.34)
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Lebih lanjut, setiap E invariant atas kompresi :
Ey(a™b™a™2b" - aMy™M) = Ey(a™ - a™ro e T gMett L i) (2.35)

) =
saat m, = 0 untuk suatu 1 < p <!, dan

Ex(a™b™a™2b"2 ... ™ b") = Ey(a™ - b tgMr T e e L ) (2.36)
saat m, = 0 untuk suatu 1 < p < I. Untuk setiap z € G, x dapat dinyatakan sebagai
a™pntam™2p"2 - gMp™ dan dldeﬁmslkan pemetaan F) : G — Z dengan

Fy(z) = Ex(a™b"a™2b"2 - .. a™b™). (2.37)

Karena setiap bentuk (a™10"1a™2d"2 - - - "™ b™) dapat dikompres berulang kali menjadi
bentuk tunggal yang memenuhi kondisi Persamaan (2.25), invariansi (2.1.2) dan (2.36)
menjamin bahwa setiap F) terdefinisi dengan baik pada grup bebas G. Relasi (2.30)
hingga (2.34) dapat diteruskan menjadi F\ pada G.

Misalkan hq, ho, hg € H merupakan secara sebarang adalah tetap dan didefinisikan
f: G — H dengan

f(amlbnl cee amlbnl) = Zml hi + an ho + Z min; — Z m;n; hs

i<l i<l i<i<l j<i<l
(2.38)
untuk setiap I < 1,m;,n; € Z. Ini membuat f terdefinisi dengan baik pada G melalui
empat F).

Misalkan diklaim bahwa f € S1(G, H). Jumlahan dari bentuk h; dan hs meng-
hasilkan sebuah homomorfisma dari G ke H dan oleh karena itu jumlahan h; dan hy be-
rada di S§1(G, H). Dengan demikian telah cukup untuk membuktikan bahwa pemetaan
khusus g : G — Z

g(@™ ™ - g™p™M) = Z min; — Z m;n; (2.39)

i<j<l j<i<l
berada di S;(G,Z). Persamaan (1.6) terpenuhi karena g(e) = g(a®®) = 0. Per-

samaan (1.4) juga terpenuhi karena, menggunakan Persamaan (2.30), (2.31), (2.33),
(2.34) pada F), diperoleh

g(@y) + glzy™") = (Fs — Fy)(zy) + (F5 — Fy)(zy ")
=F3(xy) + Fs(zy ") — Fa(azy) — Fu(zy ™)
=[Fs(z) + F3(y) + Fi(2)F2(y)] + [F3(z) + F3(y~") + Fi(z)Fa(y™ )]

]
= [Fa(x) + Fu(y) + Fa(2) Fi(y)] = [Fa(z) + Fa(y™") + Fa(o) Fi(y™")]
=[F3(2) + F3(y) + Fu(2) Fa(y)] + [Fs(2) + Faly) — Fi(z) Fa(y)]
— [Fu(z) + Fu(y) + Fa(2) Fi(y)] — [Fu(x) + Fs(y) — Fa(2) F1(y)]

—2Fy(z) — 2Fy(x) = 2g(a).

Hasil peta dari a, b, dan ab atas pemetaan f diberikan oleh f(a) = f(a'b’) = hy,
f(b) = f(ab') = hy, dan f(ab) = f(a'b') = hy + hy + h3. Pemetaan bijektif antara
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f(a), f(b), f(ab) dan hy, ha, hs memungkinkan Persamaan (2.38) untuk dapat ditulis
ulang dalam bentuk Persamaan (2.26), dan sifat sebarang dari hy, ha, hs mengakibatkan
f(a), f(b) dan f(ab) dapat diinisialisasi secara bebas di H. Teorema telah terbukti. O

Akibat 2.12. [6] S;({a,b), H) = Hom({a,b), H) jika dan hanya jika |H| = 1.

Bukti. Pemetaan f yang didefinisikan oleh Persamaan (2.26) merupakan homomor-
fisma jika dan hanya jika, inisialisasi pada a, b dan ab memenuhi f(ab)— f(a)— f(b) = 0.
Akan tetapi jika tidak berlaku H = {0} syarat f(ab) — f(a) — f(b) = 0 dari Persamaan
(2.26) dapat saja tidak terpenuhi. O

Misalkan A merupakan alfabet yang membangun grup bebas (A4), dan B =
{a7tla € A} U A. Misalkan G/(square) menotasikan grup faktor dari G untuk se-
mua kuadrat di G sama dengan e.

Teorema 2.13. [7] Misalkan G = (A). Jika f € S$1(G, H), maka

(1) f merupakan fungsi ganjil (yaitu f(a) + f(a™t) = 0 untuk setiap a € A) dan

mempunyai representasi
f(biby - Zf +ZA(bz',bj)+9(¢(blb2“'bl)) (2.40)
i<j

dengan x € G dapat ditulis sebagai x = bibs --- by, by € B;

(2) A kernel Cauchy dari f merupakan skew symmetric, menghilangkan diagonal,
dan A merupakan fungsi ganjil di setiap variabel bebas dari A;

(3) & merupakan homomorfisma natural yang bersifat pada dari G ke G/{square),
grup faktor yang abelian dan elemennya memiliki pangkat paling banyak 2;

(4) g: G/{square) - H memenuhi

29 =0, dan g(a1az---a;) =0 untuk | < 2,a, € A. (2.41)

Sebaliknya, jika f : B — H merupakan fungsi ganjil, A : B x B — H meru-
pakan skew symmetric, menghilangkan diagonal, dan A merupakan fungsi ganjil di se-
tiap variabel bebas dari A, dan g : G/{square) — H memenuhi (2.41), maka f yang
didefinisikan oleh (2.40) berada di S1(G, H). Lebih lanjut, representasi (2.40) tunggal
dan dapat diringkas menjadi

flalay? - an (a;) + Zn n;jA(a;, a;) + g(o(afras? - - a;'")) (2.42)
1<j
untuk setiap a; € A,n; € Z, dengan g memenuhi Persamaan (2.41) dan

A: Ax A— H merupakan skew symmetric dan menghilangkan diagonal.  (2.43)

Bukti. Misalkan f € §1(G, H) dan A merupakan kernel Cauchy dari f. Didefinisikan
g: G — H dengan

g(biby - -by) == f(byby -- Zf — > A(bi,bj) = B(by,ba,... b)) (2.44)
i<j

dengan b; € B. Berdasarkan kesepakatan bahwa ) = 0 diperoleh g(e) = 0 saat [ = 0.

Berdasarkan sifat dari B yang diberikan pada Proposisi 2.2, g terdefinisi dengan baik
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pada G dan g dapat difaktorkan melalui G/(square). Hal ini dapat ditulis dengan lebih
eksplisit sebagai
g(b1by -+ -by) = g(p(bibz - - - b)) (2.45)

dengan ¢ epimorfisma yang memetakan setiap kuadrat di G menjadi e. Lebih lanjut,
berdasarkan Proposisi 2.1 dan Persamaan (2.16), (2.23), f merupakan fungsi ganjil,
fungsi A dan g memiliki sifat yang telah diklaim, dan Persamaan (2.44) dan (2.45)
memenuhi representasi (2.40).

Sebaliknya, misalkan f : B — H sebuah fungsi ganjil, A : B x B — H sebuah
fungsi skew symmetric, menghilangkan diagonal, dan A fungsi ganjil di setiap variabel
bebas dari A4, g : G(square) — H memenuhi Persamaan (2.41), dan misalkan f diperluas
dari B ke G oleh Persamaan (2.40). Untuk sebarang by, b, . .., b; didefinisikan a; dengan
b; untuk b; € A, dan b;l untuk b; ¢ A. Dengan demikian a; € A dan ¢(bibs---b;) =
¢(aras - --a;). Karena g(p(aras---a;)) = 0 untuk ! < 2, diperoleh

g(p(bibz---by)) =0, <2 (2.46)

Oleh karena itu, definisi Persamaan (2.40) dari f merupakan sebuah perluasan dari B,
dan

f(e) =0, f(biba) = f(b1) + f(b2) + A(b1, ba). (2.47)

Dengan menggunakan f(e) =0 dan A(b,b) = 0, dilakukan induksi sederhana, sehingga
Persamaan (2.40) dapat ditulis secara ringkas menjadi

OB ) = S maf(b) + Y miny A(bi,by) + g b5 b)) (2.48)
i i<j

untuk setiap bilangan bulat n; > 0. Menggunakan sifat fungsi ganjil dari f dan A
pada variabel-variabel bebasnya, tulisan di atas dapat ditulis ulang sebagai Persamaan
(2.42), dengan (2.41) dan (2.43). Misalkan pada A diberikan relasi urutan linier <, un-
tuk setiap pasangan yang berbeda ay, a, dikumpulkan bentuk-bentuk pada Persamaan
(2.42) menggunakan pasangan A(ax,a,) dan A(a,,ay). Dengan demikian, Persamaan
(2.42) dapat ditulis kembali dengan mengatur ulang bentuk-betnuk tersebut dan sifat
skew symmetric dari A menjadi sifat bawaan

flx) =" Wiz;ax)f(an)

@i (2.49)
+ > [Walw;an,a,) — Walz;ax, a,)] Alax, an) + g(())
ax<a,
dengan
r=allay?...q", Wi(z;ay):= Z n;
a;=ay
Wa(z;a), a,) = Z nin, (2.50)
1<j,a;=ax,a;=ay,
Ws(x;ah, a,) = Z n;n;

1>j,a;=ax,a;=a,
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Dapat dipahami sebagai suatu kesepakatan bahwa n; = 0 jika a; tidak betul-betul
digunakan dalam penulisan z. Dalam penyusunan ini, dapat dilihat bahwa f ter-
definisi dengan baik pada G, dan f berada di 8;(G, H) dengan membuktikan bahwa
: (i) untuk setiap ay yang tetap, pemetaan x — Wi(x;ay) berada di S$;(G,Z) karena
pemetaan tersebut merupakan homomorfisma, (ii) untuk setiap pasangan yang fix dari
ayx < a,, pemetaan x — Wa(x;an,a,) — Wa(x;an, a,) berada di Si(G,Z) karena
pemetaan tersebut merupakan komposisi dari proyeksi natural yang bersifat pada dari
G ke grup bebas (a,a,) dengan dua pembangun, diikuti dengan pemetaan u —
Wa(u; ax, a,) — Ws(u; ax, a,) dari bagian akhir ke Z yang diketahui merupakan solusi,
(iii) z — g(¢(z)) berada di S1 (G, H) karena ¢(xy) = ¢(xy~1) dan 29 = 0. Ketunggalan
dari pemetaan A terlihat dari (2.47), oleh karena itu pemetaan g juga tunggal. O

Teorema dan Akibat diatas merupakan hasil utama dari solusi persamaan fung-
sional Jensen (1.4) yang dinormalisasi pada grup bebas.

2.2. Persamaan fungsional f(xy)+ f(y~'z) = 2f(x). Pada bagian ini akan ditinjau
persamaan fungsional (1.5) dengan kondisi yang dinormalisasi (1.6) dan akan ditun-
jukkan persamaan Hom(G, H) = S3(G, H) berlaku untuk grup G = S,,. Pembuktian
untuk persamaan ini mengikuti langkah per langkah seperti yang diberikan untuk per-
samaan (1.4) pada bagian sebelumnya.

Berikut merupakan sifat-sifat persamaan fungsional Jensen (1.4) pada grup.

Proposisi 2.14. [8] Misalkan (G,-) grup dan (H,+) grup abelian. Misalkan f €
So(G, H) dan A kernel Cauchy dari f. Untuk setiap x,x;,y,y;, z,u,v € G,m,n € Z
dan sebarang panjang I > 1 berlaku

f(@™) =nf(@); (2.51)
flayz) + f(zzy) = 2f (zy) + 2f (x2) — 2f(z); (2.52)
flayz) + f(yzz) = 2f(x2) + 2f (yz) — 2/ (2); (2.53)
flayz) = fazy) = 2f(y2) — 2f (y) — 2f(2); (2.54)
2f(zyz) = 2f (wy) + 2f (z2) + 2f (yz) — 2f (z) — 2f (y) — 2/ (2); (2.55)
flay?2) = f(z2) +2f(y). (2.56)
A(x™, ™) = 0; (2.57)
Az, y) = —Aly, z); (2.58)
A(zy®z,u) = Az, u); (2.59)
A(u, 2y°2) = A(u, 22); (2.60)
A(xix9 -y, y) dan A(z,y1y2 - Y1)

merupakan invarian atas permutasi pada {1,2,...,1} (2.61)
2A merupakan bi-homomorfisma (2.62)
4A = 0; (2.63)

f(zuvy) = f(zvuy) + 2A(u,v). (2.64)
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2.2.1. Solusi pada Grup Simetris S,,. Berikut diberikan sifat-sifat untuk membuktikan
teorema utama pada bagian ini.

Lemma 2.15. [4], Misalkan o = (ab) dan 7 = (bc) merupakan transposisi pada
Sp dengan a # c. Untuk setiap f € Sa(Sy, H) berlaku

floT) = flo) + f(r) =0
Lemma 2.16. [4] Misalkan o = (ab) dan 7 = (cd) merupakan transposisi-transposisi
pada S,, dengan a,b, c,d elemen-elemen yang berbeda, maka untuk setiap f € Sa(Sy, H)
diperoleh

flor)=f(o) + (1) =
Lemma 2.17. [4] Untuk setiap f € Sa(Sn, H) berlaku 2f(x) = 0 untuk setiap x € S,,.
Akibat 2.18. [4] Untuk setiap f € Sz(Sn, H) dan untuk setiap x,y,z € Sy, berlaku

flzyz) = f(zzy) = f(yz=2).
Dengan demikian, urutan transposisi dari setiap permutasi x € Sy, dapat diatur ulang
sedemikian sehingga nilai f(x) tidak berubah.

Lemma 2.19. [4] Untuk setiap f € Sz(Sn, H) dan untuk setiap x € Sy, pernyataan
berikut berlaku:

(1) Jika © merupakan permutasi genap maka f(x) = 0.
(2) Jika © merupakan permutasi gangil, misalkan © = oy ...09s41 untuk suatu s
bilangan bulat positif, maka f(x) = f(o,) dengan r = 2s + 1

Menggunakan sifat-sifat diatas dibuktikan teorema utama solusi persamaan fung-
sional Jensen (1.5) pada grup simetris S,.

Teorema 2.20. [4] Untuk sebarang bilangan asli n > 1 dan sebarang grup abelian H,
berlaku S(Sy, H) = Hom(S,, H).

Bukti. Dengan menggunakan argumen yang sama untuk membuktikan Teorema 2.10
dan menggunakan Lemma 2.19 sebagai ganti Lemma 2.9, teorema utama pada bagian
ini telah terbukti. 0

2.2.2. Solusi pada Grup Bebas. Misalkan (A) grup bebas pada A. Untuk |A| =1, (A)
siklik, dan berdasarkan (2.51), diperoleh So({A), H) = Hom({A), H). Selanjutnya, akan
dibuktikan untuk |A| > 2. Diberikan urutan linier < pada A. Setiap elemen z € G
dapat ditulis dalam bentuk

_ M1A1, N1A2 n1Ak M2l N2 n2 Ak NEA1, NE A2 nE g
r=af " tayl " ea rayita it a2 it  ale e - al (2.65)
dengan huruf-huruf tersebut ditulis dalam urutan naik, yaitu ay, < ay, < --- < ay,.
Fungsi

W (z;ay) ZnM (2.66)

W(x;ax, ay) Zm)\ngm (ax < ap) (2.67)

i<i
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digunakan sebagai dasar untuk menghasilkan solusi Persamaan (1.5) dengan (1.6).
Fungsi karakteristik x : Z — Z pada bilangan bulat ganjil

x(n) =1 jika n ganjil, x(n) = 0 jika n genap (2.68)
akan digunakan pula dalam mencari solusi umum tersebut. Mula-mula diberikan solusi

saat A mempunyai tepat dua pembangun a1, as, diurutkan oleh a; < as.

Proposisi 2.21. [8] Fungsi f € Sa({a1, a2), H) jika dan hanya jika f mempunyai rep-
resentast

f(z) =W(z;a1)h1 + W(z;az2)hs (2:60)
+ 2W (2 a1, a2) + x(W (x5 a1)W (23 a2))]hs '

untuk setiap x € (a1, az). Berdasarkan pada Persamaan (2.65),

— 411 M2 N21 122 ny N2
T=0A7 Gy Q1" A" =+ Ay Gy "7,

W dan x didefinisikan oleh Persamaan (2.66),(2.67), dan (2.68), dan hy,ho,hs € H
merupakan kostanta dengan

dhs = 0. (2.70)

Bukti. Misalkan f € Sy({(a1,as2), H). Dengan menggunakan Persamaan (2.64), diper-
oleh

nii ,ni2 ,N21 ,MN22 — nii ,n21 ,M12 ,M22 ni2 nai
flaf* a3 ai ay®?) = f(ai' ai* ay*?ay®®) + 2A(ay*?, ay),
nii ,Nni2 ,N21 ,MN22 ,N31 ,M32
faf" a3 ai* ay**ay®  ay®®)
J— nii ,n21 ,M12 ,M22 MN31 ,MN32 ni2 nai
=f(ay" a1* a3 ay* ay* ay®?) + 2A(ay*?, ay*")
—_ nii ,n21 ,M12 ,M31 ,MN22 N32 n22 n3i ni2 na21
=f(af" ai* a3 a? a5** ay®) + 2A(a3>*, a1®") + 2A(ay"*, at*")
— nii n21,M31 ,M12 ,N22 N32 ni2 n3i n22 n3i
=f(af" ai* a1 a3 a5** ay®) + 2A(a3™?, a1®") + 2A(a3**, af™")
ni2 na1
+2A(a3", a)™").
Kemudian cara ini dilanjutkan, sehingga diperoleh untuk [ yang umum sebagai berikut
nii ni2 N21 ,MN22 ni ni2
flaf" a3 ay* a5 - - ay" ay'?)
_ nii ,n21 ny ,niz ,n22 ni2 ”j27a?il 2.71
=f(af"ay* - ajay*?ay® -+ ay'®) + E 2A(aq )- ( )
j<i
Berdasarkan Persamaan (2.51), (2.57)-(2.60) diperoleh
nii ,N21 ny ni2 N22 mni2
flaf™af® - ai"ay*?ay® - - ay"?)

_f(a‘l’V(m%al)a;’V(z;M))

=f(ay ) 4 fa” ) + Afay
=W(x;a1)f(a1) + W(z;az)f(az)
= +x(W(@;01)W (25 02)) A(as, a2).

ol (@e2)y (2.72)

2
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Kemudian, berdasarkan Persamaan (2.58), (2.63), dan (2.62) diperoleh
Z 2A(agj2, al’t) = Z 2A(at a;lﬂ)
7<i j<i
= Z 2ni1njoA(a, az) (2.73)
i<t
= 2W($, ay, aQ)A(al, ag),

Selanjutnya, dimasukkan persamaan di atas ke dalam Persamaan (2.71), sehingga diper-
oleh

f(a?uaglna?llmagm - a’?llagn)
=W(z;a1)f(a1) + W(x;az) f(az) (2.74)

+2W(z; a1, a2) + x(W (x5 a1)W (x5 a2) A(ar, az).
Ini membuktikan representasi (2.69) dengan
hi = f(a1),he = f(a2), hs = A(a1, az). (2.75)

Berdasarkan Persamaan (2.63), diperoleh (2.70), yaitu 4hs = 0.

Sebaliknya, misalkan hi, ho, hs € H merupakan konstanta dengan 4h3 = 0, dan
misalkan f didefinisikan oleh Persamaan (2.69). Diperhatikan bahwa

x—= W(z;a1), 2 — W(x;az)
merupakan homomorfisma dari G ke Z, sehingga
x = W(z;a1)h1 + W(z;a2)ho
berada di S2({a1,as), H). Oleh karena itu f € Sz({a1,as2), H) jika
x — {2W(z;a1,a2) + x(W(z;a1)W (x;a2)) ths
berada di S2({a1,as2), H). Karena 4hs = 0, perlu ditunjukkan bahwa
g(x) :=2W (z;a1a2) + x(W(z;a1)W(x;a2)) mod 4
berada di S3({a1,as),Z4). Untuk tujuan ini, diperhatikan fungsi-fungsi
Fi(z) :=W(x,a1), Fo(x):=W(x,a2), Fu(x):=W(zr;a1,a2) (2.76)
memenuhi relasi
Fi(zy) = Fi(x) + Fi(y), Fa(zy) = Fa(z) + Fa(y),
Fy(zy) = Fi(z) + Fi(y) + Fa(z) Fi(y)

untuk setiap z,y € (aj,as) dengan nilai-nilai fungsi yang termuat di Z Persamaan
(2.74), (2.76)). Selanjutnya

(2.77)

g(zy) + gy ') = 29(x)
jika dan hanya jika
2F,(zy) + X(Fi(zy) Fa(zy)) + 2Fs(y o) + x(Fi(y~'=) Fa(y~'w))
= 2x(Fi(x)Fa(z)) mod 4
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jika dan hanya jika
x([Fi(z) + Fr(y)][F2(z) + F2(y)]) + x([-Fi(y) + Fu(@)][-F2(y) + Fa(2)])
+ 2Fy(zy) + 2Fy(y 'z) = 2x(Fi(z)Fa(z)) mod 4
jika dan hanya jika
2x([Fi(2) + Fi(y)][Fo(2) + Fa(y)]) + 2Fu(ay) + 2Fu(y~ ')
= 2x(F1(x)Fa(z)) mod 4
jika dan hanya jika
X([F1(z) + Fr(p)][F2(2) + Fa(y)]) + Fa(zy) + Fa(y™'x)
= x(Fi(x)Fy(x)) mod 2

jika dan hanya jika

X(Fi(2) Fa(z) + Fi(y) F2(y) + Fi(2) Fa(y) + Fi(y) Fa(z)

+ Fy(zyy~'2) — Fa(zy)Fi(y~'z) = x(Fi(x)Fa(x)) mod 2
jika dan hanya jika
X(F1(2) Fa(z) + Fi(y) Fa(y) + Fiu(2) Fa(y) + Fi(y) Fa(z))
+ Fi(2?) = (Fa(2) + Fa(y) (—Fi(y) + Fi(2)) = x(Fi(2)Fa(z)) mod 2
jika dan hanya jika
X(Fi(z)Fa(x) + Fi(y) Fa(y) + Fi(@)Fa(y) + Fi(y) Fa(x)) + 2F4(2)

+ Fa(x) + Fi(z) — (Fa(x) Fa(y)) (= Fi(y) + Fi(x))

= x(Fi(z)Fy(z)) mod 2
jika dan hanya jika

X(F1(z)Fa(x) + Fi(y) Fa(y) + Fi(z)Fa(y) + Fi(y) Fa(z))
+ Fi(y) Fa(y) + Fi(2) Fa(y) + Fi(y) Fa(z) = x(Fi (@) Fa(z)) mod 2

Persamaan terakhir bernilai benar, saat x(m 4+ n) + n = x(m) mod 2 untuk setiap
m,n € Z. Ini membuktikan g memenuhi Persamaan (1.5). Jelas bahwa g(e) = 0,
sehingga g € Sa((a1, az),Z4). Dengan demikian, f € Sz2({a1,a2), H). O

Misalkan G/(square) menotasikan grup faktor dari G untuk semua kuadrat di G
sama dengan e.

Teorema 2.22. [8] Fungsi f € Sa((A), H) jika dan hanya jika f mempunyai represen-
tasi
f@) =" W(wa)flan)+ Y. 2W(z;ax,a,)
ax ax<ay

+ X (W (5 ax)W (25.0,))[f (anan) — flan) = flan)] (2.78)

+9(o(x))
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untuk setiap x € (A). Fungsi W dan x di sini didefinisikan oleh Persamaan (2.65)
- (2.68), ¢ merupakan epimorfisma natural dari (A) ke (A)/(square) memetakan se-
mua kuadrat elemen ke e, g : (A)/{square) — H merupakan sebarang pemetaan yang
memenuhi kendala-kendala :

29=0, glax,ax,---ay)=0untukl > 2 ay, €A, (2.79)

dan f(ax), f(au), f(ara,) dengan ay < a, merupakan nilai awal dari f yang memenuhi
kendala :

4[f(aray) — f(ax) — f(au)] = 0. (2.80)

Bukti. Misalkan f € Sa({A), H). Akan dibuktikan representasi menggunakan induksi
pada k, banyaknya pembangun yang dibutuhkan untuk menulis z dalam bentuk (2.65).
Mula-mula, misalkan g, merupakan suatu restriksi dari g ke word sedemikian sehingga
paling banyak k huruf yang berbeda. Dengan demikian, barisan go, g1, g2, ... meru-
pakan suatu barisan naik dari fungsi-fungsi yang gabungannya adalah g. Diperhatikan
kembali penjelasan pada bagian awal dari pembahasan solusi general untuk grup bebas.
Dengan menggunakan kesepakatan bahwa | <a, = > = 0, Persamaan (2.78) berni-
lai benar untuk £ = 0,1 dengan mengambil gy := 0,¢9; := 0. Berdasarkan Proposisi
2.21, Persamaan (2.78) juga bernilai benar untuk k& = 2 dengan g, := 0. Kendala (2.79)
dipenuhi oleh gg, g1, g2. Selanjutnya akan dilakukan langkah induksi matematika. Seba-
gai hipotesis induksi, dimisalkan bahwa untuk suatu k > 3, representasi (2.78) bernilai
benar, yaitu x dapat dituliskan dalam pembangun-pembangun sebanyak kurang dari k.
Pada penulisan

nl)\l ’nl)\Q ’I’Ll)\]€ ’ng)\l ’n2)\2 nz/\k ’I’Lk>\1 ’nk)\z nk)\k
T =ay"tayl"? ay " tayittalttt a2 e ay M ek e aly (2.81)
misalkan
yi = ayi? a1 <L (2.82)

Berdasarkan Teorema (2.59) diperoleh

fla) =f(ayMyray iy, - aﬁflyz)
:f(a?i)\l—i_m}\l—i_ ~~+nz>\1y1y2 . )+ ZQA ywat\z;)q
7<i
f( W(maxl) —|—ZZA yj,a nl)\l
7<1
W( (T )
—F(ay C) g flnge ) + Alay Y yigs o) (2.83)
+ Z2A yj ayi)
7<i

Wizia W(z;a W(z;a W (z;a
:f(a)\l( Al))+f(y1y2, )+A( ( Ar) a}\( Az)”.a)\k( Ak))

D ANCENEL

Jj<i p=2



Persamaan Fungsional Jensen pada Grup Simetris S,, dan Grup Bebas 17

Berdasarkan hipotesis induksi, dan diperhatikan bahwa y;ys - - - y; ditulis dengan kurang
dari & pembangun, diperoleh

fye---m) = Z};:QW(I;aAp)f(aAp) + Z [2W (25 ax,,ax,)
2<p<q
X (W (s ax, )W (2300, )]
[far,ax,) — flax,) — flax,)]
+gr-1(d(Y1y2- - u1))

= Zgzzw(x;axp)f(a,\p) + Z 2W (z;ax,,ax,)Alaxr,,ax,)

2<p<gq

Wma W(x;a
+ 3 Alay, T ay ) g @)

2<p<q

dengan gj_; yang memenuhi (2.79). Dengan memasukkan ini pada (2.83), diperoleh

k
ZWxa,\ (ax, +ZZQA p ”)‘1)
p=1

Jj<i p=2

+ Z 2W (z5ay,,ax,)A(ax,,ax,) —ZQW(x;ah,aAq)A(ah,aAq)

1<p<q 1<q
+ Alay W(r axy) aKZ(m;axz).“ W (a; axk) Z Ala W(r ax,) ’ K‘;(I;axq))
2<p<q
w W (x; W (z;
+ A( XI(I axl)7ak2(r a>\2) . a}\k(m akk)) + gk—1(¢(y1y2 . yl))

Tetapi

=Y 2W(z5an,,ax,)Alax, ax,) = = Y 2) ninnin, Alay,, ax,)

1<q 1<qg j<i
S D IR
1<q j<i
D D) BN
p= 2J<1

DHWTLS

j<i p=2
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komputasi sebelumnya dari f (x) dapat disederhanakan menjadi

ZW xyan)f Z 2W (x5 ay,,ax,)A(ax,,ax,)
1<p<q
W(z;a W (x;
+ Z A(a/\p(x Ap)’a/\q(Jc axq))
1<p<q
n {A( W(;c a>\1)7a?:(x;a>\2) ] '.a,z[:(ac;axk)) (284)
_ZA W(ava/\1 W(zaA ))
1<q

+ gr—1(d(y1y2--- ) }-

Untuk setiap ay, ¢ — W(z;a)) merupakan homomorfisma pada G, dengan demikian
memenuhi (1.5) dan (1.6). Berdasarkan Proposisi 2.21, untuk setiap pasangan ay, <

ax,, v — 2W(z;ay,, )\q)A(aAp,aAq)—i—A(a‘;:(z;aA”), a‘;\z(m;ax")) memenuhi (1.5) dan (1.6).
Oleh karena itu, sisa dari Persamaan (2.84), yaitu

h(z) == A( W(I axl), a‘;\‘:(ﬂﬁ;axz) o x(m axk))
- ZA W) WERDY L g @) )
1<q
merupakan solusi dari (1.5) dan (1.6) pada (ax,,@x,,--.,ax,). Lebih lanjut,
2h(z) =0 (2.86)

diperoleh dari Persamaan (2.62) dan 2g;_; = 0. Berdasarkan Persamaan (2.56), diter-
apkan pada h, diperoleh

h(zy*z) = h(z2)

untuk setiap word x,y,z ditulis atas ay,,...,ay,. Ini ekuivalen dengan kondisi fak-
torisasi bahwa

h(z) = h((z))-

Dengan demikian dapat didefinisikan g pada kelas-kelas kuadrat dari (ay,, ax,, - - ., ax,)
dengan
gr(p(x)) := h(z).

Fakta bahwa 2g;, = 0 diperoleh dari Persamaan (2.86). Dengan meletakkan ini pada Per-
samaan (2.84) diperoleh representasi (2.78) untuk x yang ditulis dalam k huruf. Lebih
lanjut, dapat pula ditunjukkan bahwa, g memperluas gr_1. Hal ini telah melengkapi
pembuktian secara induksi bahwa representasi berlaku untuk setiap k£, dengan g meru-
pakan gabungan dari semua g;. Untuk arah sebaliknya adalah jelas, karena persamaan
dari berhingga karakter, yaitu untuk x,y € (A) yang diberikan, terdapat berhingga
banyaknya huruf ay,,ay,, ..., ay, sedemikian sehingga =,y € (ax,,axr,,..-,ax,)-

O
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3. PENUTUP

Untuk penulisan kedepannya disarankan untuk membahas persamaan fungsional
Jensen pada grup linier GL,,(Z), grup alternating A, dan grup abelian berhingga.

Ucapan terima kasih*. Terima kasih sebesar-besarnya kepada Che Tat Ng, Cong-
Trinh Lé, dan Trung-Hiéu Thdi, atas penelitiannya yang menjadi sumber inspirasi
utama dalam penelitian ini.
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